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Questions de cours

— p est un projecteur si et seulement s’il est idempotent
— s est une symeétrie si et seulement si elle est involutive

— Isomorphisme entre 'image et un supplémentaire du noyau.

Exercicel Soit F un K-espace vectoriel, soient p et ¢ deux projecteurs sur F.
1. Montrer que p + g est un projecteur si et seulement si pog=gqgop =0.
2. Interpréter cette condition au moyen de Ker p, Imp, Ker g, Im q.

3. Si les conditions du 1. sont vérifiées, décrire le projecteur p + q.

Exercice2 Soit F un R-espace vectoriel. Soit f, g deux endomorphismes de F.

1. On suppose que g est un projecteur. Montrer que
Ker(f og) = Kerg @ (Ker f NIm g).

2. On suppose que f (et non plus g) est un projecteur. Montrer que
Im(fog)=ImfnN(Kerf+1Imyg).

3. On suppose que f et g sont des projecteurs. Montrer que f o g est un projecteur si et seulement si

Imfn(Kerf+Img) CImg® (Ker f NKerg).

Exercice3 Soit F un R-espace vectoriel.
1. Soit f € L(E) vérifiant f°> = f. Montrer que E = Im f @ Ker f.
2. Soit P € R[X] un polynéme tel que P(0) =0 et P'(0) # 0. Soit f € (E) tel que P(f) =0.
Montrer que F = Im f & Ker f.

Exercice4 Soit r un entier impair positif. Soit, pour a € R, f, : z € R~ |z —a".
Montrer que la famille {f,, a € R} est libre dans 'espaces des fonctions de R dans R.

Exercice5 Soit, pour a € RY | f, : € R+ cos(azx).
Montrer que la famille {f,, a € R’ } est libre dans I’espaces des fonctions de R dans R.

Exercice 6 Soit E un K-espace vectoriel, u, v € L(F) vérifiant wov — v ou = u.
Calculer, pour tout k € N, u* o v — v o u* en fonction de u et v.

Exercice 7 Soit E un K-espace vectoriel, E* son espace dual. Soit (e;);er une base de E. On note e] 'appli-
cation qui & un vecteur x € E fait correspondre sa coordonnée devant e;.

1. Montrer que les e; sont bien définies et sont des formes linéaires.
2. On suppose que I est un ensemble fini. Montrer que (e]);cr est une base de E*.

3. On suppose que I est infini. Montrer que (€] );cs est libre mais pas génératrice.



